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引言 


的 地 位 , 它 与 分 析 、 数 论 、 几 何等 有 着 密切 关联 . 对 


任意 Abel 群 G, 其 子 群 降 链 c : Hp = GD A, D Hs D2.… 可 以 诱导 G 上 的 拓扑 Jo, 使 得 G 也 是 一 个 拓 


扑 空 


间 . 进一步 地 , 如 果 群 G = 


(G, 十 ) 上 的 加 法 运算 十 : Gx G 一 G 和 求 加 法 逆 -id : G > GH Æ 


在 上 述 拓扑 .Tc 的 意义 下 是 连续 映射 , 则 称 G 是 拓扑 Abel 群 . 由 于 G 的 拓扑 结构 , 使 得 它 可 以 利用 ,7c- 


Cauchy 基 本 列 进行 完备 化 ， WAG. 上 述 完备 化 方法 也 可 以 推广 到 环 上 , 例如 交换 环 [1, Chapter 5, 
Example 5.16] [2]), 交换 Noether 环 [3,4], 局 部 环 [5] 等 . 域 k 上 的 线性 空间 4A 如果 同 时 具有 环 结构 , 使 


得 环 上 乘法 与 向 量 空间 数 乘法 相 容 ， 则 称 4 是 一 个 代数 [6-8]. 特别 地 , 如 果 态 代数 是 有 限 维 向 


wy 


量 空 


间 , 则 进一步 称 其 是 有 限 维 -代数 , 它们 可 以 通过 箭 图 在 Morita 等 价 意义 下 进行 分 类 [9]. 万 代数 本 身 


的 环 结构 就 保证 了 其 共有 Abel 群 的 结构 , 这 使 得 群 的 完备 化 可 以 推广 到 kk 代数 上 . 如 果 取 k 是 有 
WO, 易 见 Q 是 其 自身 上 的 Q- 代 数 . 以 往 , 包括 Dedekind 等 在 内 的 诸多 数学 家 建立 了 一 系列 的 严格 的 
代数 体系 将 自然 数 集 N 进 行 严 格 定义 , 并 利用 了 Dedekind-Peano 分 割 或 者 对 Q 完 备 化 来 获得 实数 集 惟 . 
而 在 分 析 中 , 获得 实数 集 民 所 广泛 采用 的 方式 则 是 先 从 N 以 代数 运算 系统 的 封闭 性 诱导 出 Z; 接着 通 
过 对 2 进行 局 部 化 而 获得 Q; 最 后 利用 了 Cauchy 基 本 列 对 Q 完 备 化 得 到 民 ，Q 作 为 我 们 所 熟知 的 


至 


单 的 代数 之 一 , 它 的 完备 化 本 质 上 利用 了 拓扑 结构 以 及 Abel 群 结构 . 


0 
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另 一 方面 , 对 有 限 维 太 -代数 上 的 拓扑 结构 的 研究 有 助 于 我 们 讨论 微 积 分 理论 的 范畴 化 . 微 积分 
理论 的 代数 或 者 范畴 表述 在 分 析 中 也 是 受 人 关注 的 问题 . 目前 , 已 经 有 一 些 数学 工作 者 已 经 范畴 建 
立 了 用 于 刻画 微分 和 积分 的 范畴 . 其 中 , Leinster 在 [10] 中 利用 7 空间 建立 了 一 个 范畴 .2?, 其 对 象 是 
由 Banach 空 间 V, V 中 满足 特定 条 件 的 元 素 v, 以 及 一 个 特殊 的 形 如 6 V aV 一 了 的 线性 变换 5 构成 
的 三 元 组 (V,wv,5); 其 态 射 (V,v,6) 一 (V',v,5) 是 满足 特殊 条 件 的 线性 变换 f : V 一 V’. Leinster 证 明 
了 Lebesgue 积 分 其 实 是 .gf? 中 的 态 射 


H (Lp((0,1),1,) Bl,m),9 [flea 


其 中 , /是 Lebesgue 测 度 , y: L,([0,1]) & Lp([0, 1]) > L,([0, 1]) RZS : [0,1] + R#lg: [0,1] > RAR 
射 为 


( 2x), 0 
COOR | D) 1 
g\4T — ) 3 


m:R@OR > R&(a, dv) A HAF yA, WL [10，Theorem 2.1, Proposition 2.2]， 并 且 ， 
Leinster WF HH T (V, v, OÆ KR, 因此 , M(L,([0, 1]), 1,7) BUR, 1, m) YASH FEE EME, 这 表明 
了 Lebesgue 积 分 与 Banach 空 间 L, 之 间 的 成 对 关系 . 基于 Leinster 的 工作 , 本 文 的 作者 在 [11] 中 给 出 了 
定义 在 有 限 维基 代数 上 的 函数 的 Lebesgue 积 分 的 纯 代数 化 的 表述 , 该 表述 不 依赖 于 LL, 空间 的 定义 ， 
同时 也 给 出 了 疙 空间 的 代数 刻画 . 这 一 范畴 化 过 程 , 我 们 需要 考虑 对 有 限 维 &- 代 数 以 及 定义 在 该 代 
数 上 的 模 进 行 赋 范 , 这 迫使 我 们 必须 对 有 限 维 万代 数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 进行 讨论 . 众所周知 ， 
Abel 群 上 的 拓扑 结构 可 以 通过 其 正规 子 群 降 链 诱导 , 本 文 将 考虑 将 域 K 上 的 有 限 维 代数 视 作 Abel 群 
hh, 如 何 利用 理想 降 链 在 上 面 诱 导 其 拓扑 结构 , 并 利用 此 拓扑 结构 对 K 代 数 进行 完备 化 . 值得 补充 的 
是 , 在 [1 中 我 对 给 定 有 限 维 太 -代数 4 们 只 考虑 了 由 4 = rad A D rad'A D rad”4 2 .… 诱导 的 拓扑 
结构 . 本 文 将 有 助 于 后 续 在 不 同 拓扑 结构 下 的 Lebesgue 积 分 的 研究 . 

本 文 结构 安排 如 下 : 第 1 节 , 本 文 对 拓扑 Abel 群 及 其 完备 化 的 相关 结论 进行 复习 . 并 且 , 为 了 方 
便 读 者 , 相关 结论 我 们 会 给 出 简要 的 证 明 . 第 2 节 , 本 文 对 有 限 维 k 代 数 构造 了 拓扑 结构 , 并 引入 了 拓 
扑 k- 代 数 的 概念 . 这 一 节 我 们 会 给 出 拓扑 -代数 的 完备 化 方法 . 第 3 节 将 复习 一 些 同调 代数 中 关于 归 
纳 极限 和 射影 极限 的 相关 概念 和 结论 , 并 指出 拓扑 -代数 的 完备 化 是 一 种 射影 极限 . 在 第 4 节 , 本 文 
将 @ 视 为 Q 代 数 , 从 拓扑 k- 代 数 的 完备 化 与 射影 极限 的 角度 , 计算 了 一 些 实例 . 


Tm 


1 拓扑 Abel 群 的 完备 化 
文章 的 这 一 节 , 我 们 以 Q 为 核心 , 回顾 一 般 的 拓扑 Abel 群 的 完备 化 方法 . 


11 _ Q 在 通常 拓扑 意义 下 的 完备 化 


文章 的 这 一 小 节 , 我 们 回顾 Q 的 完备 化 方法 , 该 方法 以 及 相关 内 容 如 今 在 分 析 中 被 广泛 使 用 , 例 
如 文献 [12, 13] 等 . 本 文 总 假定 如 下 事实 : 在 Q 中 , 通常 的 四 则 运算 已 经 由 Peano 公 理 对 N 上 四 则 运算 
加 法 的 定义 所 诱导 , 故 (Q, 十) 自然 地 被 视 作 了 Abel 群 ; Q 上 的 全 序 关 系 < 由 Peano 公 理 对 N 上 自然 偏 序 
的 定义 所 诱导 , 这 一 假设 将 保证 对 每 个 zx E€ Q, 存在 x 的 7- 领 域 U(z,7) = {9 € Q | d(x,0) < r}, X 
Br € Q, d(x,0) := max{x — 9,0 一 7Z} 并 称 之 为 x 与 9 之 间 的 距离 , dP ASE hy 


定义 1.1 对 任意 Q 的 子 集 O, 我 们 称 O 属 于 集合 类 了 , 当 且 仅 当 O 满 足下 述 条 件 之 一 : 
(1) O 是 空 的 , 即 O = g; 
(2) 或 者 , 对 于 任意 z € O, 存在 U(x,7), r € Q, 使 得 U(z,7) CO. 


Fe, Fs 


理 是 显然 的 . 为 了 文章 的 完整 性 , 我 们 依然 给 出 此 引 理 的 证 明 . 
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引 理 1.2 按 定义 1.1 给 出 的 集合 类 7 是 @ 上 的 开 集 系 ,换言之 , Q@ 是 拓扑 空间 . 


WEAR. 首先 , 根据 定义 1.1, 7 包含 空 集 . 而 Q s THR. 其 次 , 对 任意 01, O € J, 任 取 x € ONO, 
有 U(z,71) C Oi 以 及 U(x,72) C Oo, 此 时 令 r = min{ri,r2}, WU(2,r) C O1 N02. 事实 上 , 不 失 一 般 
性 地 , 假定 mm < re, WU(a2,r = 7 C Os 由 U(x,71) C U(x,72) 诱 导 . 因而 根据 归纳 法 可 知 7 了 对 有 限 交 
封闭 . 最 后 , 对 于 任意 多 个 7 中 的 集合 组 (Oi)ier, WO = Ucr Oi, 由 于 对 于 任意 x € O 可 知 z 必 定 属于 
某 一 0O;, 从 而 按 了 的 定义 可 知 存在 r > 0, 使 得 U(x,7) CO; COMBO € J. 综 上 得 知 Q@ 是 拓扑 空间 


定义 1.3 (Q 上 的 开 集 ) 我 们 把 .7 中 的 集合 称 作 开 集 . 


引 理 1.4 (Q 上 的 连续 映射 ) 映射 


+:Qx QoQ (4, y) = r +y —id:Q—> Q, th -zr 


证 明 ，--idq 是 连续 映射 显然 , 我 们 只 证 明 “ 二 "是 连续 映射 . 任 取 Q 的 开 子 集 5, 其 关于 “十 "的 原 像 是 


S'={(r,y EQxQ|Ir+ye Ss), 


我 们 需要 证 明 S' 是 开 集 . ERr yo) € S, Wao + yo E 5S， 因为 5 是 开 集 , 所 以 存在 +r > 0 使 
得 U (zo 十 yo,7) CS. U(zo 二 yo,7) 在 “+” 下 的 原 像 是 由 满足 d(x 十 y, zo 十 yo) <7 的 全 体 (z,y) <EQxQ 构 
成 的 集合 (这 里 , d 是 Q@ 中 的 距离 函数 ), 该 集合 是 95’ 的 一 个 包含 (zo0,yo) 的 邻 域 . 根据 开 集 的 定义 , 知 5' 是 
开 集 . 


结合 引 理 1.2, 1.4, 我 们 有 如 下 推论 


推论 1.5 有 理 数 集 Q@ 按 通常 的 拓扑 结构 以 及 四 则 运算 加 法 成 拓扑 Abel 群 . 


定义 1.6 (Q 上 的 Cauchy 基 本 列 ) 设 {zw}wen 是 Q 上 的 一 个 数列 , 我 们 称 该 数列 是 Cawuchy 基 本 列 , 如 果 
对 任意 Q@ 中 的 e > 0, FEN EN 使 得 d(xzy, tn) < e 在 m,n > NN 的 情形 下 恒 成 立 . 


引 理 1.7 (Q 上 的 Cauchy 基 本 列 的 等 价 性 ) 定义 Cauchy 基 本 列 之 间 的 二 元 关系 和 ~ 为 : {zn}nen ~ 
Wh tnen 3 BARS AES re E Qe>0, FEN E N 使 得 d(xw,yn) < cžn > NA BRE. 则 ”是 等 价 


证 明 . 首先 , 对 任意 {znjnes, DA {tn}nen ~ {tn}nen, 这 是 因为 qd(zwzn) = 0. 其 次 , 按 d(z,y) = 
d(y, x) ARB T {tn }nen ~ an S {ynjnen ~ {2n}nen- BUA, AIA {an nen ~ {Yn}nens 
{yn}nen ~ {2n}nen, 那么 对 任意 正 有 理 数 e/2 > 0, 必然 存在 N', N", 使 得 当 > max{N’, N”} = 
NN, EA d(£n, yn) < pee < s/2, 于 是 


re 


d(En, Zn) = |En — eal < |En — Yn| + |yn — Zn| < €. 


BEM {rn} ~ {zn}. 综 上 可 知 其 为 等 价 关 系 . 


利用 等 价 关 系 , 可 以 对 Q 上 的 全 体 Cauchy 基 本 列 进行 一 个 划分 , 使 得 相互 等 价 的 Cauchy 基 本 列 
被 分 到 相同 的 分 组 之 下 , 这 样 的 每 一 个 分 组 就 被 称 作 一 个 等 价 类 . 例如 序列 {0jN, {1/n}s 就 属于 同一 
等 价 类 . 习惯 上 , 序列 {xn}n 所 在 等 价 类 记 作 [{zn}y], 自然 地 , 此 处 所 给 的 例子 即 指出 等 价 类 之 间 的 
HERKKO] = [{1/n}y]. 方便 起 见 , 记号 Q* 表 全 体 Q 上 Cauchy 基 本 列 构成 的 集合 , 对 此 集合 可 以 
定义 如 下 两 个 事实 : 
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。 定义 Qe< 上 的 加 法 运算 和 乘法 运算 . 具体 地 说 , AHERN Cauchy tK aenn Myn}, 二 者 的 
加 法 和 乘法 按 下 述 给 出 : 


{Zn }n lr {Yn }n = {zn + Yn Ni {Zn}N {Yn }N :一 {Znyn }N. 


不 难 验证 该 定义 是 恨 定 的 . 
。 定 义 Q 到 Q* 的 一 个 嵌入 : 


Q > QF, x FE {tn = T}nen- 
那么 Qe 是 一 个 Abel 群 , HO := Qe/[{0]} 辣 就 是 全 体 Cauchy 基本 列 等 价 类 构成 的 集合 , 而 对 于 此 集合 ， 
上 述 两 条 定义 诱导 出 了 两 个 事实 : 
。Q 上 的 加 法 运算 和 乘法 运算 被 诱导 . 即 , 对 任意 两 个 Cauchy 基 本 列 的 等 价 类 [{zajg 和 [fo 
二 者 的 加 法 和 乘法 按 下 述 给 出 : 


Hz + Hunti] = Kan + ynyr]; [tan de] {Yn do] := [fern trl 


不 难 验证 该 定义 是 良 定 的 . 
。Q 到 @ 的 一 个 嵌入 被 诱导 , 即 存在 下 述 对 应 : 


c: Q >Q, x [fan =zjnen. 


不 难 证 明 这 个 对 应 是 良 定 的 : 事实 上 和 若 z = y € Q, 则 c(z) = Haen = 2 = y = yn hn] = cpl(y). F 
时 也 容易 看 到 c 是 一 个 单 射 . 


由 此 , 我 们 得 到 了 有 理 数 集 Q 的 完备 化 , 即 下 述 命题 . 


命题 1.8 @ 是 完备 的 , 即 对 任意 @ 上 的 序列 {[{zwm}nen]}men, 其 是 Cauchy 基 本 列 当 且 仅 当 其 在 @ 中 
Wek. 这 里 加 上 的 Cauchy 基 本 列 随 着 人 上 定义 的 加 法 而 可 以 按 下 述 条 件 自 然 诱导 . 


© Cauchy 基 本 列 之 间 的 偏 序 ”<” 定义 {ZnjneN < {ynjneN 当 且 仅 当 对 足够 大 的 n E NEA r, 一 
Yn < 0; 
° 以 及 ， @ 上 的 距离 Bad: A({[{inm}nen]}men, {[{Ynm}nen] }men) = aes = Ynm| }nen] 


下 面 推论 将 指出 命题 1.8 给 出 的 Q@ 的 完备 化 就 是 我 们 所 熟知 的 实数 集 民 . 


推论 1.9 有 Abel 群 的 同 构 z S R, 且 该 同 构 也 是 一 个 环 同 构 . 


WEAR. 注意 对 任意 ze R, 其 十 进 制 表示 为 x = YL 10a, KPa CORP WRT ARR, 又 


Aa, = Y 10a, n € N, MWe, € Q, 从 而 得 到 了 Q@ 上 的 一 个 序列 {zjwen， 定 义 对 应 关系 RR > 


i=—n 


Gr [fzn}nenl, 该 对 应 良 定 , SUN, 并且 保 加 法 运算 , 因而 是 Abel 群 同 构 . 特别 地 , 该 对 应 保 乘法 
运算 , 因而 也 是 环 同 构 . 


1.2 ”QQ 在 p-adic 拓扑 意义 下 的 完备 化 


本 节 我 们 复习 Q 的 p-adic 完备 化 , 该 完备 化 方法 可 以 在 与 拓扑 以 及 p-adic 分 析 相 关 的 论著 中 查 
到 , 例如 [14-17] 等 . 为 了 便于 读者 阅读 , 我 们 会 对 相关 的 结论 给 出 简要 证 明 . 下 面 , 我 们 考虑 Z 上 
的 p-adic 范 数 . 根据 算术 基本 定理 , 任意 整数 在 不 考虑 正 负 符 号 以 及 乘法 交换 顺序 的 情形 下 , 其 可 以 
唯一 地 被 分 解 为 若干 素数 之 乘积 . 我 们 总 是 事先 给 定 某 个 素数 p, 那么 对 于 任意 整数 m, 其 可 以 被 唯 
一 地 写作 pt 的 形式 , 使 得 p 和 m 互 素 . 函数 : Z> R:m = pm = t, vp(0) = 十 co 给 出 了 一 个 
对 Z 的 赋值 , 因而 诱导 了 一 个 赋值 环 . |m|，adie = p = pH EN T BBM = ptm Mp-adicii AX. 
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对 任意 有 理 数 r e Q, 其 总 可 以 写成 pia/t 的 形式 , X a/b BCA MA p Sab ER. 因此 Q 按 赋值 函 
Biv, (p'a/b) := t, vp(0) = +oo 成 赋值 环 , 且 按 |lpta/blp-adic = pO = 2 定义 了 Q 上 的 范 数 结 
F. 自然 地 , 此 范 数 诱导 了 和 邻 域 的 定义 : 


U, (x = p'a/b,7) := {y € Q||z — ylp_adic < r}, r € Q 事 先 给 定 . 


显然 , 随 着 7 的 减 小 , U, (zx,7) 中 的 元 素 也 会 相应 地 减少 . 


定义 1.10 对 任意 Q@ 的 子 集 O, 我 们 称 O 在 p-adic 意义 下 属于 集合 类 了 了, 当 且 仅 当 O 满 足下 述 条 件 之 


(1) 0O 是 空 的 , BO = 2; 
(2) RÆ, 对 于 任意 z e O, 存在 U(x,7), r € Q, 使 得 U(x,7) CO. 


可 以 证 明 上 述 定 义 中 的 7 是 Q 上 的 拓扑 , 于 是 Q 是 拓扑 空间 . 此 类 拓扑 空间 称 作 p-adic 拓扑 空间 ， 
相对 应 地 , 称 了 是 p-adic 拓 扩 . 


定义 1.11 (在 p-adic 意义 下 的 Q 上 的 开 集 ) 我 们 把 7 中 的 集合 称 作 在 p-adic 意义 下 的 开 集 , 且 在 不 引 
起 混淆 的 情形 下 , 仍然 简称 开 集 . 


p-adic 范 数 不 会 影响 通常 意义 下 两 个 元 素 的 相等 即 z,y € Q, Fr = y, Mle 一 ylpaqic = 
|O|padie =p = 0, HEX Fa, y E€ Q 有 |zx — y|padic = 0, 则 写 z = p*a/b, y = p°c/d, 此 时 大 x A y, 
则 有 下 述 情形 之 一 : t > s > 0;:t>0>s;0>t>s;0>s>t;s>0>t;s>t>0. 以 第 一 个 情形 
为 例 , 有 |z — y\padic = p> = 0, 此 时 s = +00, 引发 矛盾 . 同样 可 以 考虑 剩余 五 种 情形 . 下 面 我 们 说 
明 Q 在 p-adic 拓扑 意义 下 是 一 个 拓扑 Abel 群 . 为 说 明 此 , 我 们 需要 下 面 引 理 : 


引 理 1.12 (p-adic 拓扑 意义 下 的 Q 上 的 连续 映射 ) 下 述 映 射 连续 . 


+:QxQoQ,(rY = r+y 以 及 一 id:Q 一 Qzr -2 


WEAR. SQ x QIN FEES) x SoHE TIA FR, 则 对 任意 y © 十 (S1 x Sy), 存在 zi € Si, 22 € S2 使 
得 zi + za = y, IN HEV, (21, 11), U(x2,72) 使 得 它们 分 别 是 51, SONA FR, 这 里 rm,r? 是 两 个 
正 有 理 数 . 又 , 不 难看 出 十 (Uj(z1,71) x Up(7x2,72)) 也 是 十 (S1 x 52) 的 真子 集 ， 再 借 由 下 述 事实 可 
知 十 (S1 x 52) 是 开 的 . 


U,(y = Tı + £2, MİN r1, T2) a +(U,(#1,11) x Up(£2,r2)) Ç 十 (91 x S2). 


综述 , 二 是 连续 映射 . 而 对 于 一 id 的 连续 性 的 证 明 则 更 为 容易 . 


推论 1.13 Q 按 p-adic 拓扑 结构 以 及 通常 的 四 则 运算 加 法 成 拓扑 Abel 群 . 


Q@ 上 的 p-adic 范 数 自 然 诱 导 了 p-adic Cauchy 基 本 列 . 


定义 1.14 (Q@ 上 的 p-adic Cauchy 基 本 列 ) 有 理 数 集 Q 上 的 序列 {zw}wen 被 称 作 是 p-adic Cauchy 基 本 
列 , 如 果 对 任意 有 理 数 = > 0, 存在 N © N 使 得 |zm 一 In|p-adic < Ee 对 任意 m,n > NERA. 


引 理 1.15 (QEMp-adic Cauchy 基 本 列 的 等 价 性 ) 定义 p-adic Cauchy 基 本 列 之 间 的 二 元 关系 ~ 为 : 
{znjneN ~ {ynjneN 当 且 仅 当 对 任意 e E Qe > 0, HAN € N 使 得 |zn 一 加 |p-adic < Ee 当 n > N 时 恒 成 
立 . 则 ”是 等 价 关系 . 


代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


ae 首先 对 任意 {zn}wen 必 有 {zn}nen i {2n}nen, 这 是 因为 我 们 恒 有 |z， 一 Talp adic 一 po) = 
p =0. 其 次 , 对 于 zx = p'a/b, y = psc/d E€ Q, 这 里 无 妨 假设 1 一 s > 0, WAl2—ylpadic = |Y, p-adic; 
就 有 


|p (p *a/b = c/d)|p-adic = D = |p (c/d p'sa/b)|y adic, 
这 表明 对 {zx}nen oe {Yn }nen, (Eam Yn p-adic < eX M% Hlyn Wn |p-adic <E, 从 而 {yn jneN Di {n}nen- 
MXIT {En nen ia {Yn }nen, {Yn }nen ed {Zn }nen, 应 注意 到 如 下 事实 


EA = 2 p-adic < E = Uri lpadic T [Yn = Zn p-adic 


{En }nen D {Zn nen: 


es 令 [{zn}n]padic 表 示 全 体 p-adic 等 价 于 {zw} 的 p-adic Cauchy 基 本 列 构成 的 等 价 类 , 并 定 
= Q°/[{O}n] p-adic, 如 此 得 到 了 一 个 完备 拓扑 空间 Q;, 此 即 为 Q 的 p-adic 完备 化 . 严格 的 说 我 
> 下 述 命题 . 


命题 1.16 Q, = Qe/[{0}N]。aaie 是 完备 拓扑 空间 , 且 对 任意 zx E Qp 其 可 以 唯一 地 写作 下 述 展开 式 : 


poe + anp” + an_1p"-! 二 a de = (1) 
p p 
ai E€ {0,1,--- ,p—1}. 
其 中 展开 式 的 右 侧 求 和 项 如 果 是 有 限 的 , 按 通常 十 进 制 计算 得 到 z 在 十 进 制 意义 下 的 表示 . 进一步 
地 , y(r) REG RAARG AW RE, |z|。，uaie 相应 地 取 1/pt. 
Qu 具有 如 下 性 质 : 
命题 1.17 对 于 pr- 阶 种 环 群 Zoo) = Z/p"Z 的 直 和 图 ,Zr = (Zum)eN ,其 中 的 全 体 p-adic 整 元 
素 (aq1, a2,… ) 一 一 即 对 任意 i, Aaii 三 Qi;(modp’ ae 则 : 
(1) Z Æ RAR A 环 ， 加 法 为 (ai) 十 (b;) = (a; + bi mod p), 乘法 为 (aj) $ (b;) = (aibi mod p); 
(2) ZDAN Frac(Zp Æ 3H; 
(3) Q, S Frac(Z,). 


进而 有 
推论 1.18 Q, ZR. 


这 说 明 Q, 是 Q@ 的 另 一 种 不 同 于 民 的 完备 化 . 
证 明 . 只 对 命题 1.17 作 出 证 明 . 

(1). 首先 Z, 是 交换 环 , AAA, 可 以 验证 其 么 元 是 (1,1,….)， 

(2)， 事 实 上 对 任意 Zoo 中 的 非 零 元 4， 只 要 0 A 0(modp), 则 一 次 同 余 式 方程 bz Z 1(mod 
P) 因 (0,p) = 1 而 对 z 有 人 解 ， 因而 9 在 Zi) 中 可 逆 ， 故 对 (a1,a2,…) € Zp, 只 要 任意 a; 都 满足 a; F 
O(modp), 则 (@i,az,… ) 必 定 可 逆 ， 另 一 方面 , Zoo 中 的 不 可 逆 元 总 是 形 如 (0,…… ,0, ai, aig, EY, 
这 是 因为 若 a; x 0(modp’), 则 由 ai+1 = a;(modp’), Ù Fair x 0(modp't"); FE Maia = up't! 
结合 wii 三 QiQmodp’)) 可 知 @i41 一 a; = vp’), Mia; = (up 一 v) 三 O(modp’), 引发 矛盾 . 同 
H, Fa; 三 O(modp'), 则 对 ai_1, a; 三 a;_1(modp'!) 4 Fa; 三 0(modp’), 故 对 i 使 用 归纳 法 可 
知 oj = 0(modp’), Vi < i. 

按 上 述 , 2 中 任意 不 可 逆 元 一 定形 如 pb?(sl, s2,… ), 这 里 (s1, s2,… ) 可 道 , p = (0,p,p,… ); 同时 
也 得 到 了 ZZ, 中 全 体 可 逆 元 所 具备 的 通用 形式 , 进而 决定 了 其 全 体 可 逆 元 构成 的 集合 35. 易 见 5 是 乘 性 
集 , 所 以 ， 


Frac(Z,) = 9 Zn = { S = p*. ree (si)ient, (bi)ieN+ € s} ' 
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由 此 得 知 , Frac(Z) 中 的 非 零 元 必然 形 如 pb? . 5/b, 这 里 , sb € SX, 所 以 Frac(Z) 是 域 . 

(3) RHQ MN EM, Q = Qc/LH0jN]aaic 为 padic Cauchy 基 本 列 的 等 价 类 构成 的 集合 ， 
一 个 p-adic Cauchy 基 本 列 必 等 价 于 某 个 常数 序列 {p*s/b}n, FEA, (p, sb) = 1, 或 s = 0( 此 时 导 
致 {p*s/b}sy = {O}n). 注意 se Q@ 可 单 嵌 入 到 Q，, 故 它们 有 形 如 (1) 的 p-adic 表示 , BN 


S_—(I-1) S_] 


8=-+++8 pt sop? +---+ 89 +--+ Sa 4+ >; (2) 
P P 
2 bimi. bm 
b=- -+ bip + bop* +: +bot 4 mi Com (3) 
P P 
由 此 定义 的 映射 
f :Q, 一 Frac(Z,) 
p? > p= 一 pe (81, 5-0-1): , 80, 81, 82,°°°) 
b b (b m, ee ne Pee , bo, bi, ba, +++) 


给 出 了 Q, 到 Frac(Z) 的 同 构 . 


1.3 ”一般 拓 扑 Abel 群 的 完备 化 


同时 具有 拓扑 空间 结构 和 Apbel 群 结构 的 集合 称 为 拓扑 Abel 群 , 其 可 以 借 由 其 上 的 拓扑 结构 进行 
完备 化 . 不 同 于 Q, 拓扑 Abel 群 本 身 可 以 不 是 偏 序 的 , 因此 在 定义 拓扑 Abel 群 上 的 Cauchy 基 本 列 时 ， 
依赖 拓扑 空间 中 的 邻 域 . 
定义 1.19 (Cauchy 基 本 列 ) 设 {zn}neN 是 给 定 拓扑 Abel 群 C 上 的 一 个 序列 , 我 们 称 该 序列 是 Cauchy 基 
本 列 , 如 果 对 任意 0 的 邻 域 U(0), 存在 N © NN 使 得 zj 一 an EU(0) 在 m,n > N 的 情形 下 和 恒 成 立 , 这 
里 0 表示 拓扑 Abel 群 的 零 元 素 . 

类 似 前 文 所 述 , 记号 Ge 表示 G 上 全 体 Cauchy 基 本 列 构 成 的 集合 , 并 定义 两 个 Cauchy 基 本 
列 {zr}w，{yrnjn 之 间 的 三 元 关系 “~” 由 下 述 条 件 定义 : {rn} ~ fm : 合 对 任意 0 的 邻 域 U(0)， 
In 一 Yn EU(0) 总 是 对 足够 大 的 n 恒 成 立 . 容易 证 明 下 面 引 理 . 


引 理 1.20 ”是 GE< 上 的 一 个 等 价 关系 . 


进一步 地 , 我 们 有 下 述 命题 . 


命题 1.21 G := G/[{0]} 辣 是 一 个 4pel 群 ， 且 完备 ， 这 里 ,， [{0}N] 表 示 全 体 等 价 于 {0}N 的 Cauchy 基 本 列 
构成 的 等 价 类 . 

证 明 . 注意 |{0}y] 是 G 的 正规 子 群 , 因此 G 是 G 的 商 群 , 自然 是 一 个 Abel 群 . 其 完备 性 的 证 明 留 给 读 
者 . 


命题 1.21 指 出 商 群 G/[{0}y] 是 拓扑 Abel 群 G 的 完备 化 . 关于 拓扑 Abel 群 的 完备 化 , 我 们 还 有 如 下 
性 质 . 
命题 1.22 设 G 是 拓扑 Abel 群 , G 是 其 完备 化 , 则 映射 9 : G 一 G,g 路 [{g}x] 是 一 个 群 同 态 . 但 是 9 可 
以 不 是 单 射 . 


WEAR. 显然 ker$ = N V(0)， 对 于 % 是 群 同 态 的 证 明 是 容易 的 , 下 面 给 出 一 个 kery + 
U(0) 是 0 的 邻 域 
0 的 例 以 说 明 g 未 必 是 单 同 态 ， 令 hk = 民 ,，F(k) 为 所 有 k 一 有 的 函数 之 集 ,， 则 其 上 可 定义 距离 


函数 d(f,g) := |f(0) — g(0)|, 该 距离 函数 d 使 F(k) 成 伪 度 量 空间 ， 对 给 定 的 函数 / eC Fk), € 
MU (f,r) := {g € F(R)|d(f,g) < r AFR, 由 此 可 诱导 出 PF(k) 的 拓扑 7, 进而 P(k) 是 拓扑 空间 ， 
旦 是 拓扑 Abel 群 . 其 上 的 Cauchy 基 本 列 { 访 JN 可 以 按 下 述 方式 定义 : 
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代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


o 对 任意 r > 0, FEN € NESA, fm, fn) er 对 m,m > N 恒 成 立 . 
两 个 Cauchy 基 本 列 的 等 价 {fi}n ~ {gn}w 则 可 以 由 下 述 方式 定义 : 
。 对 任意 e > 0, 存在 N' € N Edl fn, gn) < e 当 n > N'Y TE ROT. 


从 而 得 到 了 (kk) 的 完备 化 : 
= (F(k))* 
PO) = TF E POF ~ OF 
考虑 该 例 下 的 映射 9: 
显然 f(z) = zx 在 此 映射 下 有 5$(f(z)) = (x, 2,...) + [0] = (0,0,...) + [0] = [0], BE F(x) = x € kero, 
0 不 为 单 射 . 


我 们 对 命题 1.22 给 出 一 条 注 记 , 该 注 记 不 是 本 文 所 必须 的 , 因此 我 们 不 对 此 注 记 中 的 内 容 给 出 证 


= 


明 . 


注 记 1.23 设 G 是 拓扑 Abel 群 , G 是 它 的 完备 化 ,0 : G 一 G,g 路 [{g}w] 是 单 同 态 , 4AM 4G Hausdorff 
间 . 


2 ”拓扑 -代数 的 完备 化 


文章 的 这 一 节 将 介绍 拓扑 -代数 的 完备 化 , 它 是 拓扑 Abel 群 的 完备 化 的 推广 ， 此 外 , 为 了 叙述 
的 直观 以 及 方便 , 我 们 作出 如 下 约定 : 一 个 装备 拓扑 结构 .7 的 拓扑 空间 X, 其 在 拓扑 .7 意义 下 诱导 
的 Cauchy 基 本 列 均 称 作 .7-Cauchy 基 本 列 ; XERRA Epl (X) 以 此 表明 此 完备 化 是 在 
拓扑 7 了 意义 下 诱导 的 . 
2.1 ”拓扑 上 -代数 


本 文中 , 所 指 的 -代数 总 是 假定 为 域 x 上 的 有 限 维 -代数 . 


i 


定义 2.1 (拓扑 -代数 ) 一 个 有 限 维 的 拓扑 -代数 (简称 拓扑 -代数 ) 是 同时 具有 有 限 维 的 -向 量 
间 结 构 , 环 结构 和 拓扑 空间 结构 的 集合 , 使 得 向 量 空间 上 的 纯 量 乘法 和 环 上 乘法 具有 相 容 性 , 并 且 线 
性 变换 x : A> 4,a Aa 对 任意 Mek 连续 . 


例 2.2 (1) 任何 一 个 域 总 是 自身 上 的 代数 , 对 0 的 邻 域 如 果 采 用 最 平凡 的 定义 : 0 的 邻 域 只 有 A 本 
身 , 那么 自然 地 得 到 k 上 的 一 个 拓扑 7 了 = {4,0}, 称 之 为 平凡 拓扑 . 平凡 拓扑 空间 k 上 任意 序列 都 
是 了 -Cauchy 基 本 列 , 且 任 意 序列 均 在 拓扑 ,7 意义 下 收敛 , 如 此 得 到 是 一 个 装备 平凡 拓扑 7 的 拓 
扑 k- 代 数 . 

(2) 对 于 一 般 的 -代数 4, 考虑 其 全 体 理想 构成 的 集 5(A), 其 按 集合 的 包含 关系 成 为 一 个 良 序 
RIA), 3) = (Lli € J}, 3) (J 是 指标 集 ), 由 此 诱导 了 一 个 4 的 理想 序列 {4; = 2; Thier, 显然 
Hj X jolt, Aj, C Ap, 故此 序列 为 一 理想 降 链 . 另 一 方面 , 称 一 个 包含 0 的 子 集 U 是 一 个 关于 0 的 集 ， 
如 果 对 于 上 述 的 4 的 理想 降 链 {4A; = Nay lljn U BARDI. 下面 证 明 这 样 的 定义 的 集 是 0 的 邻 
域 , 为 此 需要 验证 其 满足 拓扑 空间 的 邻 域 系 定义 . 为 方便 起 见 , 记 全 体 上 述 定义 的 U 构成 的 集合 系 记 
作 (0). 

(i) ÆU e U(0), MOE U: 注意 关于 0 的 集 U 必 定 包含 菜 个 4 的 理想 4j, THO € A; CU 得 到 0 EV. 

(ii) (0) 对 有 限 交 封闭 : WU, V © (0), 则 存在 在 给 定理 想 降 链 中 存在 两 个 非 零 理想 4, A 
得 4 CU, Am CV, 其 中 l,m EN. FRAN Am CUNV, MWA N Am 一 Amax{tim} 也 是 理想 降 
链 {4; =, Thies PRE, HOTU NV. 


Ht 
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(ii) #U € U0), U CV C A, MV € (0): 


THU CV CAMS TA, CV. 


(iv) #U € U0), MAAV e M0), HAV CU, BAHAY CV, 有 U — y e U0): B 
(0) 表 明 存 在 理想 降 链 { A; = 门 j hes” 
理想 也 都 属于 U(0)， 故 可 取 VY 为 V = AL, CU, 则 V 中 的 任意 元 素 y 总 满足 y c U, 所 


不 


每 


以 0 e U 一 y. 男 一 方面 VV CU-y, 
从 而 yw +y EV CU, PMUy eU —y, IV CU- y, =U- y euo). 


tard 
综合 


故 


邻 域 , 如 果 存 在 某 个 0 的 邻 域 Ue€ (0) 使 得 W =U +a. 


Bui 


FP 的 某 个 理 


H 


XE, U © 4(0) 意 味 着 UV 包含 4 的 某 个 理想 4)， 
FE 意 到 U € 
想 4; 使 得 UV D 4;, 且 由 于 理想 降 链 的 


(i), (ii), (过) 和 (iv) 可 知 U(0) 是 0 的 一 个 邻 域 系 . 于 是 , 对 了 


日 


集 . 精确 地 说 , 称 O C 4 是 
得 U(z) G O. 如 此 诱导 了 k- 代 数 4 上 的 一 

下 面 我 们 说 明 以 此 得 到 的 拓 才 
及 -ida4 : 4 > 4 是 连续 映射 ， 后 者 
在 ! 使 得 4 CU. U 在 “+” 意 义 下 的 原 像 是 


all 


Z] 
MK 


个 开 集 , 如 果 O 是 
个 拓扑 .7, 使 4 是 拓扑 空间 . 

代数 , 为 此 只 
有 只 需 对 前 者 作出 记 


AJA 
然 , X 


x 
23 


LA 


E 
FE 


一 个 拓扑 到 


eo, 或 者 O EWA 


EI. 为 此 令 U 是 A 


U' = {(x,y) E Ax Alat+yeU}. 


事实 上 对 任意 Y E V, 注意 V 是 4 的 理想 , 因此 加 法 封闭 ， 


任意 a € A, 称 4 的 子 集 W 是 a 的 
再 类 似 于 定义 1.3 和 1.11, 可 以 定义 4 的 开 子 
E 意 z € O, 存在 x 的 邻 域 U(x), 使 


需 证 明寺 :AxA4 一 A 以 
FO 的 邻 域 , 即 存 


HEA, x A © U's 


由 于 , 对 任意 zo,yo € 41/ 有 zo+yo € Ai CU, 所 以 41xA1 C U'. 注意 4 的 理想 降 链 {4; = Na Thier É 
然 给 出 了 一 个 4 x 4 的 理想 降 链 {4; x hj}jey, Ar x 41 是 该 理想 降 链 的 其 中 一 项 . 因 
含 了 U' 是 开 集 , 从 而 “十 ”是 连续 映射 . 

(3) 在 (2) 中 对 大 -代数 4 所 诱导 的 理想 降 链 换 成 任意 事先 给 定 的 到 


(HE 
包含 某 个 理想 降 链 


P AA) 


想 万 的 4 之 子 集 


E 想 降 链 c: A= AyD A, 2.…: 
! 想 降 链 不 要 求 总 是 严格 递减 的 ), 也 可 以 类 似 地 诱导 出 一 个 拓扑 结构 ,这 通过 定义 0 的 邻 域 为 
即 可 . 在 (1) 所 给 的 平凡 拓扑 的 例子 中 , 其 对 应 的 理 


想 降 链 


正 是 平凡 降 链 4 = Ap 2 hi = AD AQ=AD..--. 特别 地 , 如 果 c 只 是 取 A 作 为 Abel 群 的 一 个 子 群 降 


链 , 依然 有 类 似 的 方法 构造 
性 质 , 仅 依赖 加 法 运算 . 


8 一 个 4 上 的 拓扑 , 因 


为 我 们 可 以 看 到 (2) 的 证 明 中 不 依赖 于 乘法 封闭 的 


(4) 在 (2) 和 (3) 中 , 构造 拓扑 -代数 的 技术 手法 源 自 p-adic 拓扑 . 对 此 可 以 考虑 环 Z 的 理想 降 
{p Zhen = Z 2 pZ 2 p?Z > .…, 然后 定义 Z 的 子 集 U 是 一 个 0 的 邻 域 , 如 果 U 包 含 某 个 p"Z. 可 以 
类 似 于 (2) 的 方式 证 明 此 定义 合理 , 并 由 此 诱导 出 Z 的 拓扑 结构 [17]. 


2.2 ”拓扑 -代数 的 完备 化 


通过 在 拓扑 代数 上 定义 Cauchy 基 本 列 , 可 以 完成 对 其 的 完备 化 . EF 


ESE PIR S| FE: 


E 


51 2.3 (J-Cauchy 基本 列 的 等 价 ) 设 A 是 一 个 拓扑 -代数 ， {xn}nen, {ynj}neN 是 了-Cauchy 基 本 列 . 
当 且 仅 当 对 任意 0 的 邻 域 U, 总 存在 mn E NN 使 得 Ti, 一 y,, E€ UM 


定义 二 元 关 系 “7A: {£n }neN ou {Yn }ne 


任意 n > N 成 立 . 则 此 二 元 关系 ”~ ”是 等 


价 关系 . 


EJE: 


82.3 的 证 明 是 容易 的 . 通过 该 引 理 


, 可知 对 任意 拓扑 -代数 A, 总 可 以 得 


AL 


例 2.4 (1) #ERkEW— TEAR ke 


c: klz 


bi 


= {{£n}nen € AFl{En jnen ~ 0} 


FERH 


=hb2h2k2- 


则 零 多 项 式 0 的 邻 域 U 定 义 为 包含 某 一 J; 的 k[z] 的 真子 集 , ARG 


是 0 的 邻 域 . SITA E 
足 : 


HEKERE 
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到 它 的 完备 化 


居 例 2.2 的 (2), UKE LAH 


5 且 任 意 万 都 


此 诱导 的 大 加 的 拓扑 , 则 .7-- 等 价 于 零 序 列 {0jN 的 .元 -Cauchy 基 本 列 { 忆 ,(z)}neN 满 


代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


对 任意 给 定 的 万 , 存在 N(j) EN, 使 得 当 > N(j) 时 , 有 P(x) EL. 


这 意味 着 deg P, (x) > j, 换言之 , ,在 -线性 基 {1, zx, zx?,…} 下 的 坐标 表示 是 (0,0,… ,0,0;, ai 
所 以 在 (k[z])* 中 , 等 价 类 [{0}N] 就 是 以 0 为 极限 的 7-Cauchy 基 本 列 ， 于 是 对 于 任何 一 个 形式 窜 级 
Bag + aye tage? +--+ = Den aia’, BHA SWAY, Git jneN 通 近 , 且 该 多 项 式 序 列 
是 J.-Cauchy 基 本 列 . 事实 上 这 对 任意 的 开 集 Lj 以 及 任意 的 m >n > j 一 1, 都 满足 


X ar — 5 ae = — 5 a,x’ € Inga CL-y+1 = Ij. 


i<n i<m n+1<m 


BOE EBB k [e] Bik [2] FZ. 76 4 16, 即 


lad ME) = fee = killa]. 


(2) 考虑 域 F 上 的 二 元 元 多 项 式 环 4 = kle, y] %kQ/I, 给 定 4 的 理想 降 链 : 


c:4=4o24=%y424 =y AD A =y AD..…, 


Ly" P(x, y) P(x,y) € kle, yh}, 因而 在 c 所 诱导 的 拓扑 .7 也 意义 下 , FIH (a, y) jnen Œ: 


e J 了 -Cauchy 基 本 列 , 当 且 仅 当 对 任意 0 的 邻 域 4;, 存在 足够 大 的 N, 使 得 当 m > n > NA, 
Qm(x,y) — Qn(a, Y) E Aj, Bdeg, (Qm(%,y) — Qn(x,y)) 二 了 
© -等 价 于 {0JN 的 .7-Cauchy 基 本 列 , 当 且 仅 当 对 任意 0 的 邻 域 4), 存在 足够 大 的 NW, 使 得 当 n > 
N 时 , Adeg, Qalx, y) > j. 
这 里 , 记号 deg, 表 示 对 关于 (x,y) 的 二 元 多 项 式 求 y 的 最 高 次 窜 . 如 同 (1) 那 样 , 拓扑 .元 可 以 给 出 如 下 完 
RM: 


eply (kle y) = EEUE x af 


如 果 再 考虑 B = kjel [[y]] KA EE E 


d: B= B 2 Bı = zB D B = x? B D B= r°BD-, 


则 相同 的 方式 有 : 


ETIE EPID Shey, 


RSE STC RBA k e, y], 其 可 以 由 k[x, 经 过 两 次 完备 化 得 至 
(3) n 元 多 项 式 环 可 以 完备 化 为 n 元 的 形式 窜 级 数 环 . 


I. 


3 “拓扑 -代数 的 完备 化 及 其 射影 极限 的 描述 


3.1 ”拓扑 k- 代 数 上 的 Cauchy 基 本 列 的 性 质 


命题 3.1 设 A 和 B 是 两 个 拓扑 -代数 ,yp : A> BB 是 k- 代 数 同 态 ,， 则 对 任意 4A 中 的 Cauchy 基 本 
列 {Zn}weN, 其 在 BB 中 的 像 {p(z%)}wen 也 是 Cauchy 基 本 列 . 


WEAR. 用 04 和 0B 分 别 表示 4 和 B 中 的 零 元 . 对 任意 0B 的 令 域 U(0B), 定义 记号 


gp-1(U(0B)) = {a € A | 存在 be U(0B) 使 得 p(a) = b}. 


显然 , p-1(U(0Bp)) 是 04 的 一 个 邻 域 . 令 {znjneN 是 4 中 任意 给 定 的 Cauchy 基 本 列 , 则 对 任意 0 的 邻 
HU (Op), 存在 正 整 数 NN, 使 得 zm 一 zw E€ p11(U(0B8)) 对 任意 m,n > 六 恒 成 立 . 于 是 ， 


PLm) — p(Tn) = (Em — £n) E€ pl(p (TO0s)))={plz)lzep (U(08))} SC(Os)， 


10 


Y.-Z. Liu: Topological structures and their completions on algebras 


可 知 {yp(zn)jwen 也 是 Cauchy 基 本 列 . 


设 A 是 拓扑 -代数 , 其 拓扑 由 理想 降 链 c : A = 石 2 五 2 五 2…: 诱 导 . 则 对 此 理想 降 链 中 的 
任意 两 个 理想 万 2 J (7 < i), 其 可 诱导 一 个 k- 代 数 同 态 


且 对 每 个 i, 4/ 石 是 拓扑 上 代数 , 其 拓扑 由 4/ 五 的 理想 降 链 ce: A/T; = o/h D L/D- D 11/1;= 
0 给 出 , 这 里 , 记号 五 /五 (0 和 < it) 表示 五 和 五 作为 -向量 空间 时 按 五 C 五 诱 导 的 商 空间 , 也 即 五 C 
IL = (IM). 换言之 , A/ 的 拓扑 是 由 自然 诱导 的 , 因此 仍 可 记 作 ,7 自然 诱导 , 此 记 法 也 并 不 会 
引起 混淆 . Tæ, 根据 命题 3.1, A 中 的 -Cauchy 基 本 列 {x 十 五 jneN 在 自然 同 态 oz 的 作用 下 映射 
为 4/ 万 中 的 .7.-Cauchy 基 本 列 {fzn + Lj}nen. 特别 地 , 有 限 维 k- 代 数 满足 降 链条 件 , 即 存在 N © N 使 
得 五 = In Si > NN 时 恒 成 立 . 因此 , Lo = lim 五 = Iv. KIo = 0 时 , 典范 满 同 态 4 > A/T BOA 
是 (4) 所 给 的 代数 同 态 pwj 在 oo > i > N 时 的 情形 . 此 情形 下 , A/I = A/In = 4/0= A. 


注 记 3.2 需要 注意 的 是 , 命题 3.1 的 道 不 成 立 . 即 一 个 序列 {zw}jwen 的 像 {p(zn)}wen 如 果 是 Cauchy 基 
本 列 , 则 {zjwen 可 以 不 是 . 例如 一 元 多 项 式 环 k[z] 作 为 -代数 , 给 定理 想 降 链 c : kle] 2 zk[z] 2 
x2k[z] D+, 根据 例 2.4 可 知 c 可 以 定义 一 个 k[z] 上 的 拓扑 , 此 拓扑 可 以 诱导 出 kx] 是 拓扑 k- 代 数 . 
考虑 其 到 商 环 k|z]/x”k[z] 的 自然 满 同 态 p : kje] 二 kz]/z"k[z], 并 任 取 一 个 k[z] 上 的 Cauchy 基 本 
列 {P(z)}nen, 然后 令 : 


Qn(x) = P(x) + nat! te Nt 事先 给 定 ， 


则 得 到 一 个 k[zJ 上 的 序列 {Q(x)}jwen， 此 序列 存在 足够 大 的 m,n 使 得 Q(z) - Qn(z) = Prle) 一 
P,(z) +(m—n)x* 4 xNk|z| OZEN > tt 以 致 (mp 一 n)z' ¢ rNk[z|), 可 知 它 不 是 Cauchy 基 本 列 . 
但 其 在 pg 下 的 像 {p(Qn(7)) = Pale) + ekia] jnen t EFP) nen Ey TR, 根据 命题 3.1, 此 像 
为 Cauchy 基 本 列 , 如 此 得 到 一 个 反例 . 


3.2 ” Cauchy 基本 列 的 关联 组 


回顾 4 的 .7--Cauchy 基 本 列 {znjnes 的 定义 , 其 对 足够 大 的 mm,m 应 保证 zw 一 zn 属 于 某 个 事先 随意 
给 定 的 理想 万 , 进而 有 zw 一 ty E€ DERMA. 如 此 , {znjneN 可 以 逼近 于 4 的 完备 化 空间 cpl7 (A) = 
A®/[{Oln] 中 的 某 个 元 素 z. 应 注意 {znjneN 在 4 中 可 以 等 价 到 其 它 更 简单 的 Cauchy 基 本 列 上 , 譬如 
某 个 常数 序列 {fzj = r, x, (即使 这 需要 事先 知道 x). 但 在 不 能 算出 z 的 情形 下 , 我 们 可 以 考虑 这 
样 的 7.-Cauchy 基 本 列 {&,,}n, 其 满足 


En = Pntimn(ént1) (5) 
这 一 考虑 是 基于 如 下 事实 : 我 们 假定 原本 的 -Cauchy 基 本 列 {zi}jwen 已 经 知道 了 足够 多 的 
项 z1, 22,… ,zn, 这 一 假设 是 符合 实际 的 , 此 时 考虑 zj 在 gp; : 4 A/Tn FI Ran + In, WEE. 
则 同 态 pwn-1 作 用 到 6。 上 得 pnun-1(zN) © Ina, EEE na; 然后 再 利用 同 态 pw-1m-2 作 用 到 6&1 上 
Ena; 以 此 类 推 , 直到 6o。 如 此 获得 了 一 个 II 4/I 中 的 nw- 元 组 (&0, 51,… ,名 )， 最 为 理想 的 情形 是 
我 们 可 以 在 I 4/ 五 中 找到 这 样 了 组 (co 各， ae … ) = (Ennen, 其 对 所 有 的 n 都 有 (5) 成 立 , 同时 其 
在 cpl (4) 对 应 于 {zs}acn. 如 此 , 我 们 已 经 获得 了 如 下 引 理 : 


引 理 3.3 令 4 是 拓扑 -代数 , HEMT AWM MM HH. 则 对 任意 6-Cauchy 基 本 列 {xn}n € 
A®, 存在 (1)n € II 4/ 石 使 得 其 满足 : 
i€EN 


(1) 式 (5)， BPE, = pntimn(Ent1); 
(2) (&%)N 对 应 到 A 的 完备 化 cpl7 (4A) 中 的 -Cauchy 基 本 列 {vn}y. 
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定义 3.4 (Cauchy 基 本 列 的 关联 组 ) 引 理 3.3 中 的 序列 {e jneN 被 称 作 是 {znjneN 的 关联 组 (coherent 


sequence). 


下 面 命题 描述 了 全 体 关 联 组 构成 的 集 所 具备 的 代数 结构 . 


命题 3.5 (Cauchy 基 本 列 的 关联 组 ) 令 A 是 拓扑 有- 代数 , 其 上 的 拓扑 .7 由 4 的 理想 降 链 c 诱 导 , 则 : 


(1) 全 体 -Cauchy 基 本 列 的 关联 组 构成 的 集合 coh(A5) 是 拓扑 Abel 群 ; 
(2) coh(A5) 是 一 个 k- 代 数 . 且 coh(45) S cpl, (A). 


证 明 . (1) 记 c: 4= 万 2 五 2 五 2…，, 由 于 pn:4/ 厂 和 一 4/ 厂 是 上 -代数 同 态 , 故 亦 为 群 同 态 ， 
因此 对 任意 (&,)nen， (mn nen € coh(A®), AG JAE A 了 


(En RE Nn) = Pn+1,nlEn+1) F Pn+1,n (m41) = Pn+1,n(En+1 F m41), 


所 以 coh(A5) 是 Abel 群 . 注意 到 con(45) 作 为 下 A/I; 的 子 集 可 知 其 上 的 拓扑 可 由 诱导 , BOAT RR 
ZR, 此 外 , coh(4 沁 上 的 加 法 十 可 以 自然 地 按 下 式 定义 : 


+ : coh( AF) x coh(A®) — coh(A®), {En}n + {rm} {En + m}n, 


ERPE, 十 网 的 加 法 + 沿用 代数 4 上 的 加 法 .4 是 拓扑 万代 数 可 知 + 是 连续 的 , 即 对 每 一 分 量 n,， 
+: (En, In) En + MER, 因此 十 连续 . 同 理 对 于 一 idooncae) 的 连续 性 也 由 一 id4 的 连续 性 可 自然 地 得 
到 . 所 以 -idcon(4e) 是 拓扑 Abel 群 . 

coh(45) 也 是 一 个 万代 数 , 首先 它 是 k- 向 量 空间 , 且 是 环 . 其 次 , 对 任意 和 E k lén) (Mh), 
(5&4)N(WTn)N = (人 mm)N, 其 具备 向 量 空间 数 乘 法 与 环 上 乘法 的 相 容 性 


A(én)N (Mn )N = (A)n (En) n(n )N = (AEn Mn )N 
=((AEn) nn = (A(E)n) (MN 
=(En (Nn) = (E)n (MS) 


最 后 , -向 量 空 间 上 的 数 乘 法 k x coh( AE) 一 coh(A®), (A, (En)n) = 入 (bn)n 的 连续 性 由 4 的 大 向 
量 空间 上 的 数 乘法 的 连续 性 自然 诱导 , 综 上 , coh(A®) 是 拓扑 k- 代 数 . 
(2) 考虑 下 述 对 应 


Y : coh( AF) > clpz (A), (En)n > [{2n fu, 


He, tel, € A/InÆEpn : A > A/T, FRR. 
关于 %, 有 如 下 两 点 : 


(if{znJN 必 定 是 4 上 的 Cauchy 基 本 列 . 


aba 


事实 上 对 任意 m >n, 有: 


Cn (Wi = Tn) = (Em ia) | Ip = (Em + In) = Eis 


HHL, 2 Tn 可 和 zw 十 I, = wr (Wi a Im) = Omn Eri) 所 以 


(5) 


Din (Wirm > Ta) = Omn l Em) = En En En = OAI; Blam — Tn E Le 


KEIER In, 4m>n> NW, z —2, € I, C In. 
(i 对 不 同 的 原 像 zw 2, A pn(En— r) = én — En = 0A, En — ri E ker pn = n. Aut, SNE 
够 大 时 ， T>N— TSN E Izn A T {2n}n ~ {xin 
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综合 (i) 和 (这 ), WE. 
下 面 证 明 四 是 双 射 . 首先 四 是 满 射 显然 . 而 对 于 任意 4* 中 等 价 于 {0}x 的 -Cauchy 基 本 列 {xi,}n， 


由 于 对 任意 4 的 理想 L,, 存在 N © NEZ Aton E€ In, 故 在 4/ 丈 中 有 z>w + Im = Oasr,, 于 
FE Pmym—1(f>N + Im) = prmm_1(04y1%) = OA/Im 1) 从 而 Fi-Cauchy 基 本 列 {xn}n 在 coh(A*) 中 的 原 
(En) wi E Ecm = Oaren: 再 根据 m 的 任意 性 , 可 知 {zn} 的 原 像 必 为 (0)N = 0concae), 即 kervy S 
0. 所 以 % 是 单 射 , 它 还 给 出 了 拓扑 -代数 之 间 的 同 构 coh(A®) 兰 clp7 (A). 


3.3 ”拓扑 六 代数 的 完备 化 是 射影 极限 
这 一 部 分 将 指出 con(45) 的 射影 极限 表述 . 为 此 , 我 们 先 引入 代数 理论 中 对 与 极限 的 定义 . 


定义 3.6 (极限 ) [1, Chapter 5] 令 竺 是 一 个 Abel 群 系 , 若 其 : 
e 可 以 视 作 一 个 良 序 索 引 T = (7 <) 上 的 Abel 群 系 2 = {Xilie 站) 以 使 之 有 一 组 Abel 群 同 态 
RH = {fi : Xi > Xli 3 i}, 这 里 i,j € TA fa = idx,; 
。 且 对 于 任意 Xe 名 ,所 有 的 由 XX 到 X; 的 群 同 态 g; e .能够 满足 fijg; = g;. 
则 称 儿 中 的 Abel 群 L 是 X; 的 射影 极限 (或 逆向 极限 , 又 或 极限 ), 如 果 其 满足 : 
(1) 工 到 任意 X; 都 有 群 同 态 h; : 工 一 XX 属于 .和 %; 
(3) 在 .到 中 唯一 存在 Abel 群 同 构 w : X 一 L, 使 得 hi;wu = Gi, hju = j. 


习惯 上 , RAEL KI BRL 


= limX,. 
对 偶 地 可 以 定义 归纳 极限 (也 称 作 正 向 极限 或 者 余 极 限 ). 
[1, Chapter 5, page 231 and 238]) 射影 极限 /归纳 极限 如 果 存 在 , 则 其 必定 


注 记 3.7 (极限 唯一 定理 
在 同 构 意义 下 唯一 . 


定理 3.8 令 k- 代 数 A 按 理想 降 链 c: A= loD hD hD- Ai FAR ihk- žk, Wa 
FZ = {Xili = N} U {coh(A®*)} 上 的 群 同 态 系 .6 一 {Pij 5 A/T; 一 A/I;|t,7 E€ N, Ej < i} LJ {un k 
A/T, > coh(A®)|h € N}, 有 


这 里 pij 依 式 (5) 给 出 , unt + Ty > (0 ，0 5a, 0 0，…) 给 出 ， 
.) 必 是 某 一 4 中 的 关联 组 ， 


WEAR. 根据 命题 3.5, 任何 一 个 II 4/ 石 中 满足 式 (5) 的 N- 元 组 (6 人 
ziEN 
这 里 pn 的 定义 由 式 (4 给 出 , 因此 coh(45) 可 以 被 解释 为 : 


| = onain} ， 


coh(A®) = | (£o, &1,62,-:-) € [[ A/E 


i€EN 
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代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


我 们 考虑 这 样 的 拓扑 Abe] 群 系 和 多 = {A/Lli € N}, N= (N,<) 是 它 的 一 个 良 序 的 索引 集 , 易 见 ， 


对 任意 索引 集中 的 7 < i, pijet T EISA > A/L. mA TERA, ne ae 
KD; : (£0, Se Eiis Eii ` -) => EH pE Cauchy? 基本 列 的 关联 组 射影 至 4 A/T; (3 EE, pi 也 被 
称 作 射影 ), 因而 式 (5) 自 然 地 给 出 了 wpijpi; = p 而 对 于 必 中 的 任何 一 个 其 它 的 4/, j < i < hh 保证 


TA/In > AJGA D, > AJKE, Bl png, Pri, 同时 还 保证 了 下 图 交换 . 
A/Th 


所 以 , 如 果 w, : A/In > coh(459) 是 一 个 Abel 群 同 态 , 其 使 得 piw = Pri, pju = Prj 
A/Tn, (0 = A), 有 


piu + In) = grs(O+In) =0 +L; pyu(O + In) = prO +n) =0 


由 映 


TE 


则 对 任意 9 + Ip € 


FI: 


令 = HU ooh(AS)}, 其 看 作 定义 在 良 序 的 索引 Nm := NU foo} E, 这 里 记号 oo 是 该 良 序 过 


引 Nadinfty 中 的 极 大 元 , 即 对 任意 i e Nadinfty, 有 i < co. 如 同 每 一 个 ;索引 了 4/ 石 那样 
HT 2 NRA AA ME LAH := {pilij € N,j < FU a E€ N} U {pili 
F, 对 任意 h, 唯一 存在 wn 能 使 下 图 交换 


Alh, 
| 


因此 , coh( AÙ) = lim A/L. 


lim 
on 
EN 


由 上 面 的 证 明 , 立刻 有 下 述 推论 , 


推论 3.9 洛 用 定理 3.8 的 记号 , 拓扑 有 -代数 A 的 完备 化 cpl7 (4) 在 同 构 意义 下 是 射 晤 
存在 k- 代 数 同 构 


cply.(A) = lim A/K. 


, co 索引 coh(49). 
EN}. 在 这 个 索引 


极限 jim A/I, BP 


4 ”拓扑 -代数 完备 化 观点 下 的 Q 的 p-adic 完备 化 


取 p 为 Z 的 素 理 想 , 则 其 必 为 某 一 素数 (仍然 记 作 gp) 生 成 的 Z 的 主 理想 , 对 应 地 到 


想 降 链 可 写作 : 


cp :ZZ (p) ig) 了 


Z 的 p-adic 完备 化 为 : 
cpl, (Z) = jim Zion), 


neNt 


Cauchy 基 本 列 . 


其 常 被 记 作 Zs。， 为 了 更 清晰 地 看 到 Zs 中 的 元 素 的 形式 , 我 们 需要 考虑 Z*, 为 此 , 需要 考虑 了- 


引 理 4.1 令 p 是 忆 的 素 理想 , 则 ZZ 的 p-adic 完备 化 忆 。 上 的 序列 {zn}nen+ 是 Jo-Cauchy 基 本 列 当 且 仅 当 


对 足够 大 的 NN = NN 总 是 有 ZzZ>N 形 如 XY>N 一 2 十 6392, Heer teeta. 
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证 明 ， 理 想 (o") 可 以 通过 一 次 同 余 式 被 描述 为 


(9") = {m € Z| m = 0(modp")}, 


因此 , ZEER FON F,,-Cauchy dé A Fil {ry E Ht Fasn € (27")》( 即 z>w = O(mode”)) 对 足够 大 
的 N 恒 成 立 的 序列 . 换言之, 至 第 NW 项 开始 , 序列 {fznjneN 的 元 素 均 可 写 为 68 的 形式 ,7 > N. 对 
于 此 也 可 以 用 射影 极限 lim g= 0 解释 , 见 下 文 所 给 注 记 4.2. 而 对 于 任意 7,-Cauchy 基 本 列 , 利 


(mm 一 十 co) 


用 ZE 上 的 Abel 群 结构 易 知 引 理 也 成 立 , 


注 记 4.2 对 于 素数 p, 考虑 定义 在 索引 N 上 的 集合 4 := {0,0 =Z, 9, p ,上 其 每 一 元 素 可 以 对 
应 为 一 Z 的 理想 , 且 对 任意 i > j, 可 以 定义 态 射 6j : pi 一 pi (不 妨 称 为 指向 关系 ). 特别 地 , 对 i = j 
的 情形 , 此 指向 关系 取 等 号 go = o. 则 多 依 指 向 关系 集 .和 2 := {hlij E N}U {0iw : pt > oli E 
N}U{0。 :0 一 ofieN] 成 道 系 , 同时 对 任意 i > j > k, 有 交换 图 


这 便 得 到 了 关于 素数 po 的 一 个 射影 极限 im p” = 0. 该 射影 极限 指出 了 理想 (2") 在 ”一 十 co 情形 下 逼 
mEN 
近 0, 进而 开 邻 域 系 {(p7)} 以 零 理 想 0 为 极限 . 


回顾 命题 3.5, 若 已 知 .To-Cauchy 基 本 列 {znjN 的 第 N 项 , 且 其 从 第 NN 项 开始 , 总 有 z>w = ot 
0> wp2v, 则 其 关联 组 (&,,)N 可 按 下 式 诱 导 : 


EN :二 ZN 十 (2 ) 二 2 十 (9 ); | :一 ri (En) 一 En 让 (o"t), Yn = 1, ere N. 


具体 地 说 , 如 果 我 们 书写 时 省 略 陪 集 (p"”), Wen Fell Ashen = ry( modor) H, (0 < Ev < o”); 
AMin Kin- = En (mody’—!) HER Ey_1; 以 此 类 推 , EARE. 而 对 于 > N 的 情形 , 在 省 略 陪 
集 的 书写 下 , Bén =x. XWR T {£n} = (++ ani, FON ON, c+ ONT ON) RRA 


(En)nen = (. are ae os + (op), a F Cas as -) € coh(Z*) = Il Lon. 


neNt 
根据 命题 3.5 的 (2), coh(Z") 4H T ZK p-adicse 1k: 
Ze ; 
Lo = lim Z pn) = T] = coh(Z*) (6) 
nEN+ 
并 且 下 面 映 射 提供 了 一 个 Z 到 Z HARA. 
Z > coh(Z®),m ++ (m+ (p), m + (°) ) (7) 


ERAT, 对 任意 的 m c Z, 同 构 (6) 将 其 映射 到 p-adic 完 备 化 Z 的 像 就 是 Z ,中 的 平凡 p- 进 整数 (该 
事实 也 可 以 被 作为 平凡 Pp- 进 整数 的 代数 定义 ). 注意 , 在 同 构 意 义 下 Z 可 以 单 嵌 入 到 Z， 故 平凡 fp- 
进 整 数 (m (phm (ph 0 < m < gp 时 仍 会 沿用 Z 中 的 写法 m, 而 m = 2 的 情形 则 是 对 应 
了 m= 二 0 十 19 十 0g? +---, 并 被 写作 10%. 

下 面 引 理 表 明 单 同 态 (7) 不 是 满 的 , 因此 , p-adic 完备 化 Z 一 2 不 是 一 个 平凡 的 完备 化 , 当然 , 这 
也 是 一 个 众所周知 的 事实 , 但 为 了 便于 读者 , 我 们 依然 给 出 下 面 引 理 的 证 明 . 
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代数 上 的 拓扑 结构 及 其 完备 化 


引 理 4.3 SHR CZ, 环 马 的 p-adic 完 备 化 存在 不 为 平凡 P- 进 整数 的 元 素 ,换言之 , 在 同 构 意义 
F, 有 ZG Zo. 


HERA. 利用 同 构 (6), Ecoh( ZE PAE (En) 这 里 ， 


EnS et pH tp Hie"), 


显然 ， Pnn-1 : Zon = Zor- WEH F, Pnmn_1(én) =74 fates a? | (gh) = Eni {AE (En) E 
AEAF RTR ARA Zoh. 


定义 4.4 (第 一 型 p- 进 整数 ) 对 给 定 素数 p, Z 的 p-adic 完备 化 中 的 元 素 称 作 第 一 型 p- 进 整数 . 


例 4.5 作为 一 个 例子 , 考虑 由 素数 5 所 决定 的 Z 的 5-adic 完 备 化 5. 

(1) 根据 3.5 的 (2), 此 完备 化 由 理想 降 链 c : Z = (5°) 2 (51) 2 (5?) D+ Zs = lim Z/(5") = 

coh(Z*) 得 到 . 在 同 构 意义 下 , Zs 中 的 元 素 总 是 形 如 

(x + (5), æ + 015 + (57), £ + 015 + 025° + (5°),--+) € coh(Z°) ES [[ 2/5”), 
nEN+ 

式 中 的 每 一 个 6; 取 满 足 0 < 0; < 5 的 整数 . 习惯 上 , 上 式 所 表示 的 5- 进 整数 常 写作 .02017s. 而 平凡 5- 
进 整 数 则 是 对 应 9; = 0 (V2) 的 情形 , 此 时 沿用 上 述 记号 , 平凡 5- 进 整数 将 写作 … 0075s, 并 且 仍 沿用 Z 的 
习惯 其 简写 为 5s， 以上, 0 < & < 5 满足 z = 5(mod5)， 更 为 具体 的 例子 如 8 = 13s, 53 = 1000s 等 . 
特别 地 , 二 者 的 5-adic 范 数 均 为 1. 事实 上 , 它们 均 不 能 被 5 整除 , 因此 在 Z 中 是 形 如 50m 型 整数 .从 
而 |50mz|s aaie = 1/5° = 1. 

(2) 我 们 已 经 考虑 过 Q@ 的 p-adic 完备 化 Qs 是 按 Abel 子 群 降 链 (p) 2 (p3) 2 … 所 决定 的 射影 
极限 jm Q@/(g"), 这 里 的 商 Q/(gp") 自 然 也 只 是 作为 Abel 群 的 商 而 非 环 的 商 , 详细 见 例 2.2 的 (3)， 命 
题 1.17 也 已 经 指出 了 Z, 的 分 式 化 Frac(Z,) 是 Qo。. 继续 本 例 对 (1) 的 讨论 , Mo = 5 的 情形 , cpl,(Q) = 
lim Q/(5") = Frac(Zs) = coh(Q*), 上述 同 构 中 ,coh(Q5) 是 最 为 直观 的 , 它 的 元 素 都 是 由 Jj- 
Cauchy 基 本 列 诱导 的 关联 组 , 这 里 1 是 降 链 c( 作 为 Q 的 Abel 子 群 降 链 ) 所 诱导 的 Q@ 的 拓扑 . 以 3 为 
fil, 我 们 想 要 写 出 它 的 5- 进 数 表示 , 首先 考虑 与 它 等 价 的 .7.-Cauchy 基 本 列 {zn = 2}y = (3,3,…)， 
并 计算 它 对 应 在 coh(Qe) 中 的 关联 组 . YER coh(Q*®) HT] y+ Q/(5") WF, 因此 Cauchy 基 本 列 只 需要 
从 第 1 项 开始 考虑 . 


3 4+ 


3 | 
teg eg 
3 3 十 (52》 28 十 (52) (52) (52) 
ro = sa 7 一 7 =74 i 2 十 1.5 十 ie ~ G=1 
3 3 + (5°) 128 + (5?) (52) x (59 
= ~> = = 324 =2 +1 H1 一 -一 ~~ = 1; 
进而 得 到 3 在 Qs 上 的 展开 式 : 
3 J 4 ; 


此 即 # 的 5- 进 数 表 示 . 
(3) 仍然 沿用 (1) 和 (2) 的 记号 , 我 们 计算 者 7 = 遍 的 5- 进 数 表 示 . 原则 上 , 我 们 已 经 知道 了 3 的 5- 
进 数 表示 : 


3 
4 5) 


因此 
So Ns 31112, = 1.12 
100 52 


高 与 3 的 不 同 之 处 在 于 前 者 有 小 数 点 , 而 后 者 没有 . 
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从 例 4.5 可 以 看 到 , 3 在 Qs 中 的 5- 进 数 表示 没有 小 数 点 , 但 是 它 本 身 又 并 非 由 Z 的 5-adic 完备 化 说 


A, 这 样 的 数 称 作 第 二 型 5- 进 整数 . 更 一 般 地 , 我 们 有 如 下 定义 : 


定义 4.6 (pg- 进 整数 ) 对 给 定 素数 p, Q% 中 的 元 素 z 称 作 p- 进 整数 , 如 果 其 p-adic 展 式 若 形 如 


+00 
r=) ag’, a; € {0,1, eel 
i=0 


其 中 , p- 进 整数 中 除 第 一 型 p- 进 整数 以 外 的 数 称 作 第 二 型 p- 进 整数 . 


命题 4.7 设 p 是 素数 ，Q, 是 Q 的 p-adic 完备 化 ， 则 ZX € @ 的 p- 进 数 表 示 是 一 个 p- 进 整数 当 且 仅 当 
其 p-adic 范 数 小 于 1. 


证 明 . z 是 py 进 整 数 当 且 仅 当 其 p-adic 展 式 形 如 z = Y ap, 因此 存在 mn > tani = 0, A 
i=0 


Ma, £ 0. Te, | 到 六 aa = p” € (0, 1). 
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